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@ Métodos com regularizacao /;: combinam selecao de variavel e
estimacao de parametros
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@ Métodos com regularizacao /;: combinam selecao de variavel e
estimacao de parametros

@ Inferéncia estatistica: como determinar a significancia
estatistica das varidveis selecionadas?

Rodney Fonseca (UFBA) Inferéncia em alta dimensao 09/06/2026 3/42



@ Métodos com regularizacao /;: combinam selecao de variavel e
estimacao de parametros

@ Inferéncia estatistica: como determinar a significancia
estatistica das variaveis selecionadas?

@ Métodos usuais (p-valores, intervalos de confianca) necessitam
de adaptacées em modelos regularizados
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@ Veremos alguns métodos de inferéncia em alta dimensao, com
foco em intervalos de confianca

@ Quantificar a incerteza de estimativas obtidas em modelos
esparsos e sobre as variaveis selecionadas

@ Fonte: Hastie et al. (2015, Cap. 6)
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O bootstrap

Inferéncia em alta dimensao



@ Seja T, = g(Xi, ..., X,) uma estatistica de dados i.i.d. com
funcao de distribuicao F

@ Obter certas propriedades (viés, variancia, etc) de T, requer
conhecer a sua distribuicao, algo nem sempre possivel
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@ Seja T, = g(Xi, ..., X,) uma estatistica de dados i.i.d. com
funcao de distribuicao F

@ Obter certas propriedades (viés, variancia, etc) de T, requer
conhecer a sua distribuicao, algo nem sempre possivel

@ Alternativas:
@ distribuicio assintética de T,
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@ Seja T, = g(Xi, ..., X,) uma estatistica de dados i.i.d. com
funcao de distribuicao F

@ Obter certas propriedades (viés, variancia, etc) de T, requer
conhecer a sua distribuicao, algo nem sempre possivel

@ Alternativas:
@ distribuicio assintética de T,
© métodos numéricos para aproximar a distribuicio T,
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@ Seja T, = g(Xi, ..., X,) uma estatistica de dados i.i.d. com
funcao de distribuicao F

@ Obter certas propriedades (viés, variancia, etc) de T, requer
conhecer a sua distribuicao, algo nem sempre possivel

@ Alternativas:
@ distribuicio assintética de T,
© métodos numéricos para aproximar a distribuicio T,

@ Bootstrap: Método numérico muito usado para estimar erro
padrao e intervalo de confianca
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Exemplo: varidancia de T,

@ Note que Var(T,) depende da distribuicao dos dados F
> Se Xi,..., Xy~ N(u,0?) e T, = X,, entdo Var(T,) = 0?/n, em que
0? = [(x — p)*dF(x) e p = [ xdF (x)
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Exemplo: varidancia de T,

@ Note que Var(T,) depende da distribuicao dos dados F
> Se Xy,..., Xy~ N(p,0?) e T, = X, entdo Var(T,) = ¢%/n, em que
0? = [(x — p)*dF(x) e p = [ xdF (x)

@ |deia do bootstrap nao-paramétrico:
@ Aproximar Varg(T,) por Varg (T,), em que F, é a funcio de
distribuicao empirica dos dados

© Estimar Varﬁn(T,,) gerando amostras aleatodrias a partir de E,
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Exemplo: varidancia de T,

@ Note que Var(T,) depende da distribuicao dos dados F
> Se Xy,..., Xy~ N(p,0?) e T, = X, entdo Var(T,) = ¢%/n, em que
0? = [(x — p)*dF(x) e p = [ xdF (x)

@ |deia do bootstrap nao-paramétrico:
@ Aproximar Varg(T,) por Varg (T,), em que F, é a funcio de
distribuicao empirica dos dados

© Estimar Varﬁn(T,,) gerando amostras aleatodrias a partir de E,

@ Vantagem: estimamos Varg(T,) sem precisar deduzir a
distribuicao de T,
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@ A funcao de distribuicao empirica é definida como
Fo(t) = ZI{{X < t},

em que [(-) € uma funcgao indicadora
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@ A funcao de distribuicao empirica € definida como

Fo(t) = ZI{{X < t},

em que [(-) € uma funcgao indicadora

@ F, é uma distribuicio uniforme discreta que atribui
probabilidade 1/n para cada X; dos dados X, ..., X,
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@ A funcao de distribuicao empirica é definida como
Fo(t) = ! ZH:JI{X- < t}
’ - n i=1 T ’

em que I(-) é uma funcao indicadora

@ F, é uma distribuicio uniforme discreta que atribui
probabilidade 1/n para cada X; dos dados X, ..., X,

@ Gerar amostras de F, equivale a sortear valores de {Xi, ..

com reposicao

Rodney Fonseca (UFBA) Inferéncia em alta dimensao 09/06/2026

-, Xn}

8/42



@ llustracao do bootstrap nao-paramétrico:

Mundoreal F = Xi,..., X, = T,=g(X1,...,Xy)
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@ llustracao do bootstrap nao-paramétrico:

Mundoreal F = Xi,..., X, = T,=g(X1,...,Xy)

Mundo bootstrap F, = X}, ..., X" = T =g(X;,..., X}
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@ llustracao do bootstrap nao-paramétrico:
Mundoreal F = Xi,..., X, = T,=g(X1,...,Xy)
Mundo bootstrap F, = X}, ..., X" = T =g(X;,..., X}

@ Aamostra X}, ..., X de F.. é obtida sorteando com reposicao n
valores de { X, ..., X,}

@ Gerando varios T}’s independentes, podemos estimar a
distribuicao de T,

Rodney Fonseca (UFBA) Inferéncia em alta dimensao 09/06/2026 9/42



Erro padrao boostrap

@ Estimar Var(T,) via bootstrap:
@ Tome uma amostra X;,..., X* de {Xi, ..., X,} com reposicio

@ Calcule T} = g(X;,...,X})

@ Repita os passos 1 e 2 por B vezes, gerando T, ..., Ty
2
@ Calcule Voo, = 2377, (T,;‘b -is7, T;;‘k>

@ O erro padrao bootstrap sera v/ Vi,oot
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Intervalo de confianca bootstrap

@ Construir um intervalo de (1 — «)100% de confianca para T,:
© Tome uma amostra X}, ..., X* de {Xi, ..., X,} com reposi¢cio

© Calcule T = g(X;,...,X")
© Repita os passos 1 e 2 por B vezes, gerando T, ..., Ts

©Q Calcule C, = [T /2 Tf_a/z] em que T € o quantil ¥100% de
T:l’ DY TnB

@ C, é chamado IC bootstrap percentil
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@ O mesmo principio pode ser aplicado para estimar outras
quantidades de T,
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@ O mesmo principio pode ser aplicado para estimar outras
quantidades de T,

@ A distribuicao boostrap é usada de forma parecida a
distribuicao a posteriori na abordagem Bayesiana
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@ O mesmo principio pode ser aplicado para estimar outras
quantidades de T,

@ A distribuicao boostrap é usada de forma parecida a
distribuicao a posteriori na abordagem Bayesiana

@ Observacao: no caso de regressao, a reamostragem é feita com
os pares de resposta & preditor (y1, X1), ..., (va, X,), €M que
X, € IRP é o vetor de preditores
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Estimadores regularizados/penalizados

@ Geralmente ndo conhecemos a distribuicao (nem assintotica) de
estimadores pontuais 5 de modelos regularizados como o lasso
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Estimadores regularizados/penalizados

@ Geralmente ndo conhecemos a distribuicao (nem assintotica) de
estimadores pontuais 5 de modelos regularizados como o lasso

@ Método bootstrap é util para estimar a distribuicao de B e
guantificar a incerteza sobre estimativas regularizadas
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Estimadores regularizados/penalizados

@ Geralmente ndo conhecemos a distribuicao (nem assintotica) de
estimadores pontuais 5 de modelos regularizados como o lasso

@ Método bootstrap é util para estimar a distribuicao de B e
guantificar a incerteza sobre estimativas regularizadas

@ Boostrap também auxilia a estimar a distribuicao da
regularizacao \ escolhida
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Lasso bootstrap

@ Seja 3()\) uma estimativa lasso obtida com {(y;, X,)}7_,

]: 1 n n

@ Escolha \* (via CV, por exemplo) e calcule 3(\*) usando {(y7, X)}",

@ Repita os passos 1 e 2 por B vezes, gerando A}, ..., \5 e B:, ...,Bg

@ Calcule as estimativas bootstrap de interesse
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Lasso bootstrap

@ Seja 3()\) uma estimativa lasso obtida com {(y;, X;)},
@ Tome uma amostra (y;, X%),..., (v}, X*) sorteando pares de

{(y;, X;)}"_, com reposicio
© Escolha \* (via CV, por exemplo) e calcule B()\*) usando {(y*, X3)}7_,
@ Repita os passos 1 e 2 por B vezes, gerando A}, ..., \5 e B:, o ,B};

@ Calcule as estimativas bootstrap de interesse

° o mesmo procedimento deve ser realizado em cada
b-ésima repeticao
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Exemplo: dados de diabetes

@ Dados de n = 442 pacientes com uma medida de progresso da

diabetes

@ As variaveis explicativas sao:

» Xj: sexo
X: idade do paciente
Xs: indice de massa corporal
X,: pressao sanguinea média
Xs, ..., Xi0: medidas sanguineas

v

v

v

v

@ Todas medidas foram normalizadas para a analise
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Figura: Trajetdria das estimativas do lasso para diferentes penalizacoes \
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Figura: EQM estimado via validacdo cruzada para diferentes \'s
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Tabela: Estimativas de 5, . ..

, B10 pelo lasso com A = 0.0029

Lasso
&3] 0
B> | —0.0317
b3 | 0.3147
B4 | 0.1362
s 0
Be 0
57 | —0.0940
162 0
Bo | 0.2762
B1o 0
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@ Dados de n = 442 pacientes com uma medida de progresso da
diabetes, contendo p = 10 variaveis explicativas

@ Analise anterior com o lasso selecionou X5, X3, X4, X7 e Xy

@ Agora aplicamos bootstrap com B = 300 réplicas
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Figura: Proporcao de estimativas bootstrap que foram zero para cada parametro
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Tabela: Estimativas de 3y, . .

(EP) e intervalo de 95% de confianca bootstrap (IC)

Lasso EP IC 95%
51 0 0.00 [0.00, 0.00]
B> | —0.0317 | 0.03 [-0.10, 0.00]
B3 | 0.3147 | 0.04 [0.22,0.39]
Bs | 0.1362 | 0.04 [0.04, 0.20]
Bs 0 0.01 [-0.04, 0.00]
Be 0 0.01 [-0.04, 0.00]
B7 | —0.0940 | 0.04 [-0.17,-0.00]
Bs 0 0.01 [0.00, 0.03]
By | 0.2762 | 0.05 [0.19,0.35]
B10 0 0.02 [0.00, 0.07]
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@ Distribuicao assintotica do estimador de minimos quadrados
no modelo linear:

Bmgo ~ N(B%,0*(X"X)™Y), n> p, ngrande,

em que [* € o vetor de coeficientes de regressao verdadeiros
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@ Distribuicao assintotica do estimador de minimos quadrados
no modelo linear:

quo ~ N(B*, 02(XTX)_1)7 n > p, ngrande,

em que [* € o vetor de coeficientes de regressao verdadeiros

@ Inferéncia aproximada usando a distribuicao assintética

> 1C para j3;: B+ Z1_a/2 + £/Vi0, €m que v; é 0 j-ésimo elemento da
diagonal de (X" X)!
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@ Distribuicao assintotica do estimador de minimos quadrados
no modelo linear:

Bmgo ~ N(B%,0*(X"X)™Y), n> p, ngrande,

em que 5* € o vetor de coeficientes de regressao verdadeiros

@ Inferéncia aproximada usando a distribuicao assintética

> 1C para j3;: B+ Z1_a/2 + £/Vi0, €m que v; é 0 j-ésimo elemento da
diagonal de (X" X)1

» Testetpara Hy: 37 =0vs. Hy : 57 #£0: t; = ﬁ&, rejeitando H, ao nivel
J
o Se ‘tj‘ > tn,p’lfa/g
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@ Problema com estimador lasso (): viesado e nao conhecemos a
sua distribuicao para grandes amostras
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@ Problema com estimador lasso (): viesado e nao conhecemos a
sua distribuicao para grandes amostras

@ O lasso deviesado consiste em aplicar uma correcao de viés a
5\ que permita deduzir a sua distribuicao assintotica
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@ Problema com estimador lasso j,: viesado e ndo conhecemos a
sua distribuicao para grandes amostras

@ O lasso deviesado consiste em aplicar uma correcao de viés a
5, que permita deduzir a sua distribuicao assintoética

@ Tal distribuicao pode ser utilizada para fazer inferéncia
aproximada para 5*
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@ Considere o modelo linear normal
y=X5"+¢€ €~ N(O, J2Ip)

@ Se n > p, o estimador de MQO pode ser escrito como

. 1 /XTX\ X7
mao = (XTX) Xy =38+ — o
6 q ( ) y B + \/ﬁ ( n ) \/ﬁe
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@ Considere o modelo linear normal
y=XB"+e e~ N0, 5,

@ Se n > p, o estimador de MQO pode ser escrito como

R 1 /XTX\ ' XT
oo = XTX —le — P
ﬁ q ( ) y 6 + \/ﬁ( n > \/ﬁe

N(0,02(XTX/n)~1), dado X
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@ Considere o modelo linear normal
y=XB"+e e~ N0, 5,

@ Se n > p, o estimador de MQO pode ser escrito como

R 1 /XTX\ ' XT
oo = XTX —le — P
ﬁ q ( ) y 6 + \/ﬁ( n > \/ﬁe

N(0,02(XTX/n)~1), dado X

@ Logo, émqo|x ~ N (ﬁ*, “—;(XTX/n)l)
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@ O lasso deviesado é dado por
A A~ 1a "
B = By + ;@XT(Y — XBy),

em que © é uma aproximacao da inversa de ¥ = %XTX
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@ O lasso deviesado é dado por
~ A 1. A
BT =B+ ;@XT(Y — X5y),
em que © é uma aproximacao da inversa de Y = %XTX

@ Podemos reescrever /3¢ como

CH 5+7@)\>—ie+( —65)(Br — 87
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@ O lasso deviesado é dado por
~ ~ 1. ~
B = B+ —6XT(y — X4
em que © é uma aproximacio da inversa de ¥ = %XTX

@ Podemos reescrever 39 como

A T A A ~
Fepr—02c 1+ (1,-05)5 - )

6= ¢
n ~ ~
v

n
> A
N(0,020%X0T), dado X
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@ O lasso deviesado é dado por
~ ~ 1. ~
B = B+ —6XT(y — X4
em que © é uma aproximacio da inversa de ¥ = %XTX

@ Podemos reescrever 39 como

g e 1oaXT A
SN—— A
N(0,02638T), dado X

@ Se A ~ 0, entdo 39 é aproximadamente N(G*, %éféT)
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@ Se n> p,tomando ©® = 5! obtemos 3 = g

@ Desafio quando p > n: obter © tal que o viés remanescente de
59 seja pequeno, ou seja,

IA] = [I(I, — ©X)(Br — )| = 0
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@ Se n> p,tomando ©® = 5! obtemos 3 = g

@ Desafio quando p > n: obter © tal que o viés remanescente de
59 seja pequeno, ou seja,

IA] = [I(I, — ©X)(Br — )| = 0

@ Possiveis abordagens:

» Calcular © tal que |56 — 1,|| seja pequeno (Javanmard and Montanari,
2014b)
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@ Se n> p,tomando ©® = 5! obtemos 3 = g

@ Desafio quando p > n: obter © tal que o viés remanescente de
59 seja pequeno, ou seja,

IA] = [I(I, — ©X)(Br — )| = 0

@ Possiveis abordagens:

» Calcular © tal que |56 — 1,|| seja pequeno (Javanmard and Montanari,
2014b)

» Calcular & como uma estimativa esparsa da matriz de precisio ¥ !
(van de Geer et al., 2014)
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Exemplo: dados de diabetes

@ Dados de n = 442 pacientes com uma medida de progresso da
diabetes, contendo 10 variaveis explicativas

@ Ajustaremos um modelo incluindo termos quadraticos e
interacoes, com total de p = 64 covariaveis

@ Lista das covaridveis: sexo (X;), idade (X3), IMC (X3), pressao
(X4), medidas sanguineas (Xs, . . ., Xig), termos quadraticos e
interacoes
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Figura: EQM estimado via validacdo cruzada do modelo quadratico para
diferentes \'s
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Figura: Estimativas do modelo quadratico utilizando lasso com penalizacao
Acvy = 0.0018
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Tabela: Dez maiores estimativas (em valor absoluto) do modelo quadratico usando

lasso e A\¢y = 0.0018

Parametro | Lasso
Ba 0.31
B1o 0.29
Bs 0.16
Bs -0.12
B3 -0.07
Bo1 0.07
38 0.05
5o 0.04
B3 0.02
523 0.02

Rodney Fonseca (UFBA) Inferéncia em alta dimensao 09/06/2026

35/42



Estimativa
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Figura: Estimativas do modelo quadratico utilizando lasso deviesado com IC’s de

95% de confianca
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Figura: Estimativas lasso que sao diferentes de zero mas cujo IC de 95% obtido
com lasso deviesado contém zero
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Figura: Valores-p paras as estimativas obtidas via lasso deviesado. Linha vermelha
marca o nivel « = 0.05
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Tabela: Dez maiores estimativas do modelo quadratico usando lasso e
Acv = 0.0018, estimativas correspondentes pelo lasso deviesado e IC's de 95%

Parametro | Lasso | Lasso dev. IC
Ba 0.31 0.19 (0.10, 0.28)
P10 0.29 0.03 (-0.06, 0.12)
Bs 0.16 -0.01 (-0.11, 0.09)
Bs -0.12 0.03 (-0.07, 0.14)
B3 -0.07 0.32 (0.22,0.42)

Bo1 0.07 -0.01  (-0.11,0.08)
Bss 0.05 -0.00  (-0.10,0.10)
B0 0.04 0.10 (0.01, 0.18)
B3 0.02 -0.00  (-0.09,0.08)
B3 0.02 0.00 (-0.10, 0.11)
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Observacoes

@ Conseguimos fazer inferéncia com o lasso deviesado, mas as
estimativas pontuais nao sao esparsas

o = - = E Al
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Observacoes

@ Conseguimos fazer inferéncia com o lasso deviesado, mas as
estimativas pontuais ndo sao esparsas

@ Também existe estimadores deviesados para lasso MLG, caso
em que a correcao de viés envolve outra funcao objetivo £(5) e
sua matriz Hessiana
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Observacoes

@ Conseguimos fazer inferéncia com o lasso deviesado, mas as
estimativas pontuais nao sao esparsas

@ Também existe estimadores deviesados para lasso MLG, caso
em que a correcao de viés envolve outra funcao objetivo £(5) e
sua matriz Hessiana

@ Testes de hipoteses multiplos necessitam ajustes no nivel de
significancia (e.g., Bonferroni) ou correcoes que controlem a
taxa de rejeicoes falsas (e.g., FDR)
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