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Apresentacao

@ Nome: Rodney Fonseca

@ Formacao: graduacao (UFC), mestrado (UFPE) e doutorado
(Unicamp) em Estatistica
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@ Pesquisa: modelos de regressao, métodos nao-paramétricos,
séries temporais, dados de alta dimensao
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Conteudo do minicurso

@ Modelagem estatistica em alta dimensao

» Alta dimensionalidade e o conceito de esparsidade
» Lasso para modelos lineares

@ Inferéncia estatistica com o estimador lasso
» Bootstrap
» Inferéncia via lasso deviesado

@ Material disponivel no site rodneyfv.github.io
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rodneyfv.github.io

Referéncias

@ Referéncia principal
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» Disponivel neste link:
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abordagem estatistica.
» Fan, J., R. Li, C.-H. Zhang, and H. Zou (2020). Statistical Foundations of
Data Science. Boca Raton: CRC press.
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O problema de alta dimensionalidade e o conceito de esparsidade
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Coleta constante de grandes volumes de dados

Primeiros data centers de IA no
Brasil podem consumir mesma
energia de 16 milhoes de casas;
conheca os projetos

Mercado cresceu com o surgimento de aplicativos como o ChatGPT, que demandam mais
energia e refrigeracdo. Empresas anunciaram projetos para o Rio de Janeiro (R]), Eldorado do
Sul (RS), Maringa (PR) e Uberldndia (MG).

Por Victor Hugo Silva, g1
03/08/2025 05h00 - Atualizado hd uma semana

Flgu ra: https://gl.globo.com/inovacao/noticia/2025/08/03/
primeiros-data-centers-de-ia-no-brasil-podem-consumir-mesma-energia-de-16-milhoes-de-casas-conheca-os-projetos.ghtml
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Alguns motivos para coleta massiva de dados

@ Descobrir indicadores para desenvolvimento de doencas
através de transcricoes genéticas

@ ldentificar biomarcadores para o tempo de vida de pacientes

@ Encontrar conexoes entre regides cerebrais associadas com
certa caracteristica
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Formacao em Estatistica e CD

3. EIXO DE FORMAGAO: CIENCIAS DE DADOS E GRANDES BASES DE DADOS

No exercicio da profissdo & necessaria a manipulacio e andlise de grandes massas de dades, oriundos de diferentes fontes e com foco na extracio de co

extracdo, transformacdo e carga de grandes bases de dados, modelagem, construgdo e avaliacdo de algoritmos descritivos e preditivos, bem como imple
ambientes de producao para a tomada de decis&o.

COMPETENCIA: Analisar grandes bases de dados estruturados e ndo estruturados, considerando:

= Compreender bancos de dados estruturados e ndo estruturados Saber como consultar, modificar tais bases.
= Conhecer ambientes computacionais especificos para andlise de grandes bases de dados.

» Conhecer métodos de estimagdo, inferéncia e modelagem para dados de alta dimensionalidade.

= Selecionar métodos de aprendizado de méquina, supervisionados e ndo supervisionades para tais bases.

= Gerenciar projetos de analise, incluindo a definido de escopo, coleta e preparagdo de dados, modelagem, avaliagio e implementacio de solugdes.
I I

F | gU ra. https://www.gov.br/participamaisbrasil/proposta-diretrizes-cursos-de-graduacao-estatistica-de-dados

=] =)
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“Estamos nos afogando em informacao e famintos por
conhecimento” (Hastie et al., 2015, p. 1)

@ Necessidade de extrair informacoes uteis de grandes volumes
de dados
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“Estamos nos afogando em informacao e famintos por
conhecimento” (Hastie et al., 2015, p. 1)

@ Necessidade de extrair informacoes uteis de grandes volumes
de dados

@ Ideia: Supor que o mundo nao é tdo complexo quanto parece
» Dentre milhares de genes, alguns estao diretamente ligados a doenca
» Alguns fatores afetam mais o tempo de vida (idade, peso, fuma?, etc.)
» Algumas regides de interesse se ativam mais durante atividades
especificas
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@ O numero de preditores disponivel pode ser grande, mas
somente alguns sao relevantes

Esparsidade

Suposicao de que o fenbmeno de interesse pode ser bem explicado
por um modelo estatistico com um nimero pequeno de
parametros/preditores
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Regressao linear

@ Considere que temos n observacoes de uma variavel resposta y;
e p preditores associados x; = (X1, - . ., Xp) "

@ O modelo de regressao linear é dado por
P
yi=fo+ > xiBj+e, i=1....n,
j=1

emque Sye 8= (b,...,53,)" sdo pardmetros desconhecidos e
e; € um erro aleatério
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@ Estimativas por minimos quadrados (MQ)

2

p
min yi—Bo— > xib
ﬁ())B i=1 _j:].

@ Tipicamente, todas as estimativas sao diferentes diferentes de
zero, ou seja, todos os preditores tem alguma importancia
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@ Estimativas por minimos quadrados (MQ)

2

p
min yi—Bo— > xib
ﬁ())B . .
i=1 j=1
@ Tipicamente, todas as estimativas sao diferentes diferentes de
zero, ou seja, todos os preditores tem alguma importancia

@ Problemas quando p é muito grande
» interpretacao mais dificil
» Sobreajuste (overfitting)
» solucdes de MQ nao sao Unicas
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Alternativa: regularizacao/penalizacao

@ Estimativas via lasso ou com regularizacao /;:

2

n

p
g]ig Z yi — By — Zx,-jﬁj sujeitoa  ||8] < t,
05

i=1 j=1

emque [|Bll1=>7 ;|3 éanormal; de Set>0éum
parametro de ajuste (tuning parameter)

@ O parametro t controla a quantidade de preditores que
parecem relevantes
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Por que o lasso é especial?

@ lasso pode gerar estimativas esparsas, ou seja, somente alguns
B; estimados diferentes de zero

» |sso ndo ocorre com penalizacbes ¢, para g > 1, como penalizacdo
ridge (g = 2)

@ lasso é obtido de um problema convexo, o que simplifica a
otimizacao da funcao objetivo
» Isso ndo ocorre com penalizacbes ¢, para g < 1, como escolher a
melhor base (g = 0)
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Aposta na esparsidade

@ Se p > ne o modelo verdadeiro ndo é esparso, entao a amostra
nao é suficiente para estimar bem os parametros
desconhecidos

» Modelo ndo é identificavel (o problema assume iniimeras solucoes)
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Aposta na esparsidade

@ Se p > ne o modelo verdadeiro ndo é esparso, entao a amostra
nao é suficiente para estimar bem os parametros
desconhecidos

» Modelo ndo é identificavel (o problema assume iniimeras solucoes)

@ Se o modelo verdadeiro é esparso, s6 com k < n parametros
diferentes de zero, entao é possivel estimar esses parametros
» Métodos esparsos, como o lasso, sdo capazes de estimar tais modelos
mesmo sem sabermos exatamente quais sao os k parametros
importantes
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Exemplo

Figura: Dado em formato de uma imagem 512x512
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Antes de zerar

@ A imagem foi vetorizada e foi
aplicada uma transformada
de wavelet

@ S3o0 os mesmos dados, sb
gue numa base diferente

@ Aimage ao lado é uma L
amostra de 5.000 dos S e
5122 = 262.144 coeficientes Figura: Coeficientes de wavelet

0.2 0.4
| |

coeficiente
0.0

-0.2 .
| L

-0.4
I
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Antes de zerar

0.4
|

@ Sera que esse dado admite
uma representacao esparsa?

@ Para testar, os 80% menores
coeficientes (em valor
absoluto) foram encolhidos I

0 1000 2000 3000 4000 5000
para ter valor zero

coeficiente
0.0 0.2
L

-0.2
|

-0.4
I

Figura: Coeficientes de wavelet

Rodney Fonseca (UFBA) Estatistica em alta dimensao 09/06/26 19/42



Antes de zerar is

- !‘(n M w W(
O‘li(l) 10b0 ZObO 3d00 40b0 SObO Ci’_‘ 1000 2000 3000 4000 5000
indice
Figura: Coeficientes de wavelet (975 Figura: Versao esparsa desses
Zeros) coeficientes (4492 zeros)
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Antes e depois das imagens

Figura: Versao original Figura: Versao esparsa
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Regressao linear

@ O estimador de minimos quadrados (MQ) é amplamente
utilizado e tem boas propriedades?:
> E nao viesado
» E o estimador linear ndo viesado de variancia minima (BLUE)
» Tem distribuicdo assintética normal

1Sob certas suposicdes no modelo
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Regressao linear

@ O estimador de minimos quadrados (MQ) é amplamente
utilizado e tem boas propriedades?:
> E nao viesado
» E o estimador linear ndo viesado de variancia minima (BLUE)
» Tem distribuicdo assintética normal

@ Alguns motivos para considerar alternativas:
» Melhor generalizacao/previsao: permitindo algum viés, podemos achar
estimadores com menor variabilidade em termos de previsao
» Maior interpretabilidade: com poucas estimativas diferentes de zero, é
mais simples explicar quais preditores sdo mais relevantes

1Sob certas suposicdes no modelo
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@ O lasso (least absolute selection and shrinkage operator) foi
proposto por Tibshirani (1996)

F | gu ra. https://hastie.su.domains/StatLearnSparsity/images/jsm_booksigning_2015. jpg
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@ Representaremos pares de resposta-preditor {(y;, x;)}7_, com
um vetory = (yi, ..., y,) de respostas e uma matriz X € IR"*
cuja i-ésima linha contém a observagdo x.” € IR”

@ O estimador lasso acha a solucio (3, 3) da minimizacdo com
restricao

: 1 :
min A oclly - 6o - X1} sui 8l < e

BoelR,B€IRP

emquel éumvetordenuns, | -|;éanormatiel -|.éa
norma Euclidiana
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@ Tipicamente as colunas de X sdo padronizadas para terem
média zero (£ Y77, x; = 0) e variancia um (+ "7, x7 = 1)
» Evita estimativas serem afetadas pela unidade de medida
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@ Tipicamente as colunas de X sdo padronizadas para terem
média zero (£ Y77, x; = 0) e variancia um (+ "7, x7 = 1)
» Evita estimativas serem afetadas pela unidade de medida

@ A resposta também é centralizada para ter média zero
1\ _
(; >im1yi=0)
» Podemos omitir o intercepto 3, da otimizacao
» O intercepto pode ser estimado como 3, = y, a média original da

variavel resposta
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@ Uma versao alternativa da funcao objetivo do lasso é a sua
forma Lagrangiana

_ 1
i { -y = X313+ 2311 .

BeRP
em que \ > 0 € uma penalizacao

@ As formas Lagrangiana e de minimizacao restrita sao
equivalentes, i.e., para cada A existe um t que gera a mesma
solucao

@ Valores de )\ tipicamente sao escolhidos via validacao cruzada
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@ O valor da penalizacao A controla a complexidade do modelo

» ) baixo: melhor ajuste, mas risco de sobreajuste (overfitting)
» ) alto: ajuste esparso e mais interpretavel, mas risco de “perder o sina

|”
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@ O valor da penalizacao A controla a complexidade do modelo

» ) baixo: melhor ajuste, mas risco de sobreajuste (overfitting)
» ) alto: ajuste esparso e mais interpretavel, mas risco de “perder o sina

|”
@ Intuito € achar A com um bom balanco entre esses dois

extremos

» Qualidade medida em termos do erro quadratico médio (EQM) de
previsao

1 < .
" Z(}// —9)%
i=1

em que y; = x;' 3 é o valor predito para x;
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@ Note que se usarmos somente este EQM como critério,
poderiamos ter um ajuste “perfeito” tomando y; = y;

» Alternativa com baixa capacidade de generalizacao, ou seja, de
predizer y’s para x’s ndo observados nos dados
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@ Note que se usarmos somente este EQM como critério,
poderiamos ter um ajuste “perfeito” tomando y; = y;

» Alternativa com baixa capacidade de generalizacao, ou seja, de
predizer y’s para x’s ndo observados nos dados

@ Necessidade de estimar o EQM em dados de teste, que nao
foram usados como dados de treino (estimacdo) do modelo
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@ Note que se usarmos somente este EQM como critério,
poderiamos ter um ajuste “perfeito” tomando y; = y;

» Alternativa com baixa capacidade de generalizacao, ou seja, de
predizer y’s para x’s ndo observados nos dados

@ Necessidade de estimar o EQM em dados de teste, que nao
foram usados como dados de treino (estimacdo) do modelo

@ Validacao cruzada (cross-validation) € uma forma de estimar o

EQM em dados de teste, que pode ser usado entao para
escolher A
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Validacao cruzada para )\ fixo

@ Fixamos um valor de )\ e os dados sao divididos aleatoriamente
em K > 1 grupos (tipicamente 5 ou 10)

© Um dos grupos é tomado como dados de teste e os demais K — 1 sdo
tomados como dados de treino
© lasso é ajustado nos dados de treino e o EMQ de previs3o é calculado

com os dados de teste, obtendo digamos EQM;

@ Processo é repetido K — 1 vezes, tomando cadw dos outros
grupos como dados de teste por vez, obtendo EQM,, ..., EQM

@ O EQM de previsao estimado para A é @/1(/\) = %Z}; E@A/ﬂj
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Escolha de )\ via validacao cruzada

@ Definimos um grid de valores e calculamos EQM para cada um
deles

@ Escolhemos )\ que produz o menor E/QT/I
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Escolha de )\ via validacao cruzada

@ Definimos um grid de valores e calculamos EQM para cada um
deles

—_—

@ Escolhemos \ que produz o menor EQM

@ A mesma metodologia pode ser aplicada em outros problemas
» Ex.: escolha de parametros de ajuste, escolha de modelos, etc.
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Escolha de )\ via validacao cruzada

@ Definimos um grid de valores e calculamos EQM para cada um
deles

@ Escolhemos )\ que produz o menor E/QTJ

@ A mesma metodologia pode ser aplicada em outros problemas
» Ex.: escolha de parametros de ajuste, escolha de modelos, etc.
» Atencao: metodologia valida para dados i.i.d., mas para dados
dependentes pode levar a uma sub-estimacido do EQM de previsdo?

2(Bergmeir et al., 2018; Bates et al., 2024)
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Exemplo

@ Dados sobre taxa de crime nos EUA (n =50e p = 5)

@ A variavel resposta é a taxa de crimes por milhao de habitantes
nos 50 estados dos EUA

@ Os preditores sao:
» policia: financiamento anual de policia
» em: percentual com > 25 anos e > 4 anos de ensino médio
» fora_em: percentual entre 16 e 19 anos e fora do ensino médio
» facul: percentual entre 18 e 24 anos na faculdade
» faculd: percentual com > 25 anos e > 4 anos de faculdade

@ Preditores foram padronizados e a resposta foi centralizada

Rodney Fonseca (UFBA) Estatistica em alta dimensao 09/06/26 34/42



150 5 2 I 27 1 037
34 policia
s
2
n
£
5 gl
5
3 fora_em
o faculd
o facul
o
2
em
T T T T T T T
& 4 3 2 1 0 Rl
Log Lambda

Figura: Trajetdria das estimativas do lasso para diferentes penalizacoes \
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55 5 55 5 5 4 4333 32110

100000

80000
1

Mean-Squared Error

50000
|

Log(’)

Figura: Estimativas do EQM de previsao via validacdo cruzada. Barras verticais

sao bandas de confianca de +1 erro padrao.
[m] = = = =
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Tabela: Estimativas e erros padrao utilizando minimos quadrados ordinarios
(MQO), lasso e MQO aplicado nas variaveis selecionadas pelo lasso (MQO+lasso)

MQO ep lasso ep® |lassotMQO ep
policia | 151.76 42.06 | 135.43 49.24 155.98 39.64
em -60.67 6448 | -27.12 31.85 -47.44 44.66
fora_em | 33.01 59.88| 19.60 27.66 20.73 46.66

facul 5.58 64.65 0] 19.90 0 0

faculd | 28.37 70.14 0] 14.94 0 0

3Calculado via bootstrap
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@ Considere o modelo y = X5* + &, em que 5* é desconhecido e
desejamos estima-lo

@ Fixado ), serd que 3 = B()\, X,y) é um estimador consistente
de * (em algum sentido)?
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@ Considere o modelo y = X5* + &, em que 5* é desconhecido e
desejamos estima-lo

@ Fixado ), serd que 3 = B()\, X,y) é um estimador consistente
de * (em algum sentido)?

» Diferentes tipos de consisténcia: estimacao de 3*, previsao de X%,
selecao de variaveis {j; 87 # 0}
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@ Considere o modelo y = X5* + &, em que 5* é desconhecido e
desejamos estima-lo

@ Fixado ), serd que 3 = B(A, X,y) é um estimador consistente
de * (em algum sentido)?

» Diferentes tipos de consisténcia: estimacao de 3*, previsao de X%,
selecao de variaveis {j; 87 # 0}

» Diferentes formas de assintotica: permite n, p — oo
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@ Considere o modelo y = X5* + &, em que 5* é desconhecido e
desejamos estima-lo

@ Fixado ), serd que 3 = B(A, X,y) é um estimador consistente
de * (em algum sentido)?

» Diferentes tipos de consisténcia: estimacao de 3*, previsao de X%,
selecao de variaveis {j; 87 # 0}

» Diferentes formas de assintotica: permite n, p — oo

» Resultados nao-assintéticos: P(5 ~ §*) > 1 —¢, em que e = ¢(n, p) é
pequeno
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@ Sob condicdes apropriadas:

1.4
~1x9 X[ = 0 (

A K
|6 — B =Op (\/ :gp) ., quando n,p — oo

Klog p
n
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@ Sob condicdes apropriadas:

1 ) *
XA~ X513 = 0

A Klo
18— B2 = Op (\/ ngp) , quando n, p — 00

@ Sendo S = {j; #; # 0} o suporte de 3%, se minjcs|3*| €
suficientemente alto (condicao beta-min)

Klog p
n

P(S 2 S) — 1 quando n, p — oo,

em que § = {ji §; # 0)

Rodney Fonseca (UFBA) Estatistica em alta dimensao 09/06/26 40/42



Rodney Fonseca (UFBA)

Referéncias

Estatistica em alta dimensao



S. Bates, T. Hastie, and R. Tibshirani. Cross-validation: what does it estimate and
how well does it do it? Journal of the American Statistical Association, 119(546):
1434-1445, 2024.

C. Bergmeir, R. J. Hyndman, and B. Koo. A note on the validity of cross-validation
for evaluating autoregressive time series prediction. Computational Statistics &
Data Analysis, 120:70-83, 2018.

T. Hastie, R. Tibshirani, and M. Wainwright. Statistical Learning with Sparsity: The
Lasso and Generalizations. CRC Press, Boca Raton, 2015.

R. Tibshirani. Regression shrinkage and selection via the Lasso. Journal of the
Royal Statistical Society: Series B, 58(1):267-288, 1996.

Rodney Fonseca (UFBA) Estatistica em alta dimensao 09/06/26 42/42



	Introdução
	O problema de alta dimensionalidade e o conceito de esparsidade
	O estimador lasso
	Validação cruzada
	Exemplo
	Alguns detalhes da teoria
	Referências
	Referências

